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Structure la plus primitive : relation
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Les éléments n’ ont de sens que par les relations gu’ ils entretiennent entre eux



M éme structure sur un ensembl e différent




Réseaux sociaux (relation symétrique)
Structurant un ensemble d’ individus
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M esure effective des contacts entre éudiants en médecine au Kremlin-Bicétre
al’aide de petits capteurs (prétés par |’ entreprise kerlink ) portés par les volontaires
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Le graphe des contacts




Autre vue du méme graphe @®







Notion de mesure
ACX— u(A) >0

Formalise la notion intuitive de quantité sommable (variable extensive)

p(rien) = 0
SiAetBsontdisoints (AU B) = u(A) + u(B)
Dans |’ approche de modélisation : 2 types de mesure

- Type « volume » , comme lamesure d aire sur une zone géographique, qui tapisse |’ espace
de facon statique, immuable

- Type « masse », afférente a des entités (grains, molécules, individus, centres hospitaliers, ...)

Ensemble ans structuré



Notion de mesure
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Densité d’une mesurerelativement a une autre

Théoreme de Radon-Nykodym-L ebesgue: sous certaines hypotheses, on peut définir la densité
d’ une mesure relativement a une autre.

Sous-entendu: an’importe quelle échelle, auss petite soit-elle. Il s'agit d’ une idéalisation, qui ne
correspond a aucune réalité physique.

Principe de construction: on définit la densité sur des boules de plus en plus petites.
Stationnarité : cette densité se stabilise a une certaine valeur pour des boules assez petites

Paradoxalement, cette démarche permet de simplifier la description de la matiere, en
s affranchissant de lanotion d échelle

En « pratigue », méme en physique, une densité n’ est définie gu’ au dessus d’ une
certarn échelle

Notion de volume eélémentaire représentatif : volume petit par rapport alataille du
domaine observe.



Densité de population

Pas de stabilisation: la densité « mathématique » (méme avec beaucoup de bonne
volonté) n’est pas définie: elle prend des valeurs differentes selon I’ échelle.















Volume (bi-dimensionnel) é émentaire représentatif



sum = 603.1




Exemple de modélisation macroscopique d’ une realité granulaire







Notion de distance

Sur un ensemble X, on définit une distance comme une application qui atout couple
(x1,X2) associe un nombre réel positif ou nul, noté d(x1,x2).

Pour mériter le nom de distance, cette application doit vérifier les 3 propriétes suivantes
1) Séparation : d(x1,x2) =0 s et seulement Sl X1=X>

2) Symétrie : d(x1,X2)=d(x2,X1)

3) Inégadlitetriangulaire: d(xi,Xx2) < d(X1,X3) + d(X3,X2)

Boule B(z,r) ={y € X, d(z,y) < r}

Sphere S(x,r) ={y € X, d(z,y) =r}

Diamétre diam(F) = sup d(z,y) \
r,yeck



Espace métrique : ensemble X muni d' une distance d(e,e)
On peut écrire des milliers de pages a partir de cette ssmple
définition, sans se preoccuper du moindre lien avec le monde « sensible»  COTE: BKI 03-3.14
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Espace métrique : ensemble X muni d’ une distance d(e,)

Espaces de longueur : espace dans lequel on peut définir des courbes entre 2 points,
estimer leurs longueurs, les concaténer. La distance est définie comme lalongueur
d’ un plus court chemin qui lesrelie (pas forcément unique)
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Distance de Manhattan (non euclidienne)
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A guoi ressemble |a boule de centre Notre Dame de Paris et de rayon 1 heure ?

Si I'on était dans le Sahara :




A quoi ressemble |a boule de centre Notre Dame de Paris et de rayon 1 heure ?
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Des distances encore plus exotiques : distances ultra-métriques




Des distances encore plus exotiques : distances ultra-métriques

0 g 412 210 614 1 9 513 311 7 15

a €T =7Z/2N7Z on écrit a = 2%a’, ou a’ est impair

k : valuation dyadique. On définit [als = 27" et d(a,b) = |b— al,



Des distances encore plus exotiques : distances ultra-métriques
Modele archétype : ensemble desfeuilles d' un arbre dyadique

+0 +2 +0 +2
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d(z,y) < max(d(z, z),d(z,y)) < d(x,z) +d(z,y) Vr,vy, 2



Des distances encore plus exotiques : distances ultra-métriques

A
v

Distance aux propriétés bizarres :

- tout point d’' une boule est centre de cette boule

- deux boules sont soit digointes, soit concentriques (I'une est incluse dans |’ autre)
- Tout triangle est isocéle ...



Des distances encore plus exotiques : distances ultra-métriques
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Des distances encore plus exotiques : distances ultra-métriques
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Dualité Lagrangien / Eulérien

Termes issus de la mécanique des fluides

Eulérien : on s'intéresse al’ évolution en temps d’ une quantité en un point d’ observation fixé
Exemple t—> u(x,t) : vitesse cours du temps au point x (fixe)

L’ essentiel de laformalisation mathématique en mécanique des fluides, des milieux continus, est
basé sur une approche eulérienne (Equations aux Dérivées Partielles). Basé sur |” hypothéese

essentielle que les particules sont indiscernables (on se sait pas qui est ou).

Exemple dans |e domaine des données: affluence dans un édifice au fil de lajournée.

L agrangien : on suit une quantité associée a une entité.

Exemple dans |e domaine des donneées: trace GPS donnant la position d’ un individu au fil du temps



Eulérien : mouvement d’ une substance d’' un centre vers la périphérie




Lagrangien : trgjectoire d’ un visiteur dans un salon




Exemple de probleme Eulérien—-> Lagrangien

Données de flux d entrée / sortie dans un édifice
Question : distribution des temps de visite ? (Avec S. Faure, R. Tessandier)
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Transport optimal
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Transport optimal (Monge)

L1

Origines Destinations

C; g cout de transport de &x; vers y;



Transport optimal (Monge)

Y2

Origines Destinations

C; g cout de transport de &x; vers y;



Trangport optimal (Kantorovich)

Origines Destinations



Trangport optimal (Kantorovich)

Origines Destinations

"Yij : quantité de matiére envoyée de x; versy;

Codt total : C(vy) = Z Vij Cij
2]



Croissants : des boulangeries aux cafés

G. Peyre (Images des M athématiques)



Transport optimal

Utilisation directe pas forcément tres pertinente dans le monde du socid

Exemple : X correspond aux lieux d habitation de N personnes
Y correspond a leurs lieux de travail
j = F(i) estI'indice de |’ endroit ou travaillei

C = Z CiF ()

Codt total de transport (par exemple temps total « perdu » dans les transport)
Probleme « naturel »: rechercher un scénario d’ affectation i—>j qui minimise le co(t

Probleme intéressant mathématiquement, mais hors sol (présuppose que les personnes
sont interchangeabl es, et affectable a n’importe quelle tache).



Transport optimal

Plus fécond : cette approche permet de construire une distance entre mesures (distributions
de masses, de grains, de personnes)

Par exemple, si I’ on se donne une densité de personnes, cela permet de mesurer
|’ écart relativement a la situation uniforme (quantification de | hétérogénéité), sans utiliser
d’ approche spectrale.




Transport optimal

Plus fécond : cette approche permet de construire une distance entre mesures (distributions
de masses, de grains, de personnes)

Par exemple, si I’ on se donne une densité de personnes, cela permet de mesurer
| écart relativement a la situation uniforme (quantification de I’ hétérogénéité), sans utiliser
d’ approche spectrale.

Approche traditionnelle, verticale / eulérienne: on quantifie |’ écart local alavaleur de référence



Transport optimal

Plus fécond : cette approche permet de construire une distance entre mesures (distributions
de masses, de grains, de personnes)

Par exemple, si I’ on se donne une densité de personnes, cela permet de mesurer
| écart relativement a la situation uniforme (quantification de I’ hétérogénéité), sans utiliser
d’ approche spectrale.

Approche transport optimal, horizontale / lagrangienne : on évalue de combien il faudrait déplacer les
personnes en moyenne pour rendre la distribution uniforme



Transport optimal

Plus fécond : cette approche permet de construire une distance entre mesures (distributions
de masses, de grains, de personnes)

Par exemple, si I’ on se donne une densité de personnes, cela permet de mesurer
| écart relativement a la situation uniforme (quantification de I’ hétérogénéité), sans utiliser
d’ approche spectrale.

Philosophies tres différentes : dans la situation ci-dessus, écart al’ uniformité trés grand pour lavision
eulérienne, tres petit pour lavision lagrangienne (transport optimal)



Mobilité individuelle
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Mobilité individuelle
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Remarqgue : matrice de dispersion (information lagrangiennes sur les lignes)

( Kx:zi 1Y2 1YMm \
K =
\ Km.Nyl K$.1y2 KﬂchM )

e=(1,1,...,1)T e RV,
K'e=(Ny), Ny:Zny

Nombre moyen de visiteurs en y: information eulérienne.



Urban « Planning » (G. Buttazzo & F. Santambrogio 05)

On cherche a comprendre la distribution effective des lieux d’ habitation au sein d’ une zone urbaine
en encodant la tendance des personnes a se rapprocher de certains points de service

Distribution de ladensité O
N

Servicesreprésentéspar ) — E y,L-(Sxi
1=1

On cherche aminimiser

1) = [ F@)pla)da+ [ o)™ do+ 5 Walp.v)

/ On cherche a étre proche d’ un

Appétence locale (on cherche . lieu de service
asinstaler la ol F est petit) Onrechigne as'installer dans
des zones trop denses



Similarité (dlstance ’P) entre zones urbaines
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On représente une ville par son réseau de transport, en associant a chaque
noeuds le nombre d’ habitant dans la cellule.



Similarité (distance ?) entre zones urbaines
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On identifie un ville a son réseau de transport en commun augquel
(nombre d’ habitants) en chague noeud.

Peut on définir une distance entre 2 centres urbains ?

ONn associes des « masses »



Espace métrigue mesuré



Similarité (distance ?) entre zones urbaines
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Déménagement virtuel des habitants de Paris vers Berlin (ou le contraire)
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Copenhagen metro







Limites de |’ approche

1/p
dGWp(X7 X,) — ;glfl (Z Z |d(£l?, y) - d(w,a y/)|p7xx’ ’Yyy’)
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Cette distance ne se préoccupe pas de savoir si des personnes vont effectivement dex ay






Exploration de la notion de centralité




Modéle des avatars
On imagine que chague personne émet des avatars d’ elle-méme qui se promenent
aléatoirement autour de son lieu d' habitation
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On imagine que chague personne émet des avatars d’ elle-méme qui se promenent
aléatoirement autour de son lieu d' habitation




Modéle des avatars
On alors d’ estimer I’ intensité des rencontres entre ces avatars, qui représente une
certaine probabilité de rencontre entre les habitants / promeneurs
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On alors d’ estimer I’ intensité des rencontres entre ces avatars, qui represente une
certaine probabilité de rencontre entre | es habitants

On peut ecrire une éguation aux derivées partielles,
L’inconnue est u, qui repréesente la densite d’ avatars

Oyu — DAu = Bp(zx) — yu,



Modele des avatars
On alors d’ estimer I’ intensité des rencontres entre ces avatars, qui represente une
certaine probabilité de rencontre entre | es habitants

On peut ecrire une éguation aux derivées partielles,
L’inconnue est u, qui repréesente la densite d’ avatars

Oyu — DAu = Bp(zx) — yu,

On représente alors u2















Geomeétrie des réseaux (ou autres):
la courbure de Ricci - Ollivier

&(t) augmente moins vite que dans e(t) augmente plus vite que dans
le cas plat (euclidien): le cas plat (euclidien):
Courbure positive Courbure négative

e(t) = V2 (1 _ 1—2752 + O(t3))



Autre interprétation

On distribue de la matiere uniformément sur un cercle centréen x, et on la
transporte versle cercle centréeenyy.
Cela colte-t-il plus cher en moyennequed'aler dexay ?

Si « plus cher » : courbure négative
Si « moins cher » : courbure positive




Cadre discret, courbure de Ollivier-Riccl

Parmi toutes |es manieres de transporter la masse des x; vers lesy;, on cherche celle
qui minimise la quantité
Z CijVij
ij

Distance entre les deux distributions: W1 (i, v mln Z Cij7Vij

Sur un graphe, le codt pour aller d' un point al’ autre est lalongueur du plus court
chemin au travers du graphe




Cadre discret, courbure de Ollivier-Riccl
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Cadre discret, courbure de Ollivier-Riccl

On transporte

‘ vers 1%



Cadre discret, courbure de Ollivier-Riccl

On définit
k—=1— Wi (p,v) (Y. QOllivier, 2007)
d
(z,y) ,
. '

On retrouve I’ idée de déepart, expriméeici : >
jesuisx, s les personnes de mon « premier cercle » sont en moyenne plus
proches des personnes du premier cercle dey que je ne le suis dey moi-méme, la
courbure est positive



Exemples pour des graphes ssimples

‘ z 3 Réseau cartésien: plat (k = 0)
i
(2, 4) lS.‘AiI

Graphe complet aN sommets <=1 —

> 0

N -1

Ambassadeurs kK = —1 <0




Cadre discret, courbure de Ollivier-Riccl

Courbure négative

lien privilégie, entre des personnes potentiellement € oignées culturellement
X et y sont les ambassadeurs de leurs communautés respectives visavis de |’ autre
communauteé,

La cohésion de la communauté global e repose sur ces liens de courbure négative
S'ils cedent : émiettement de la communauté en sous-communautés

Courbure positive
Lien entre personnes d’ une méme communaute.



Flot de Ricci
(N.B. : Utilise dans |e cadre continu par Perelman pour déemontrer

|a conjecture de Poincaré)

On fait evoluer les longueurs des arétes selon I’ équation

dR,,
dt

v
FA- :

— —Rgy Ra:y




Flot de Ricci : distend les liens a courbure négative

p el
P



Sous-communautés pour |es personnages des Misérables
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Sous-communautés pour |es personnages des Misérables e @pers
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